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D’aprés le corrigé fourni par TUPSTI, légérement modifié.
UPST:

Question 1:

La position est donnée par I'aire sous la courbe de vitesse, on en déduit :

xma"=Ta;]M V"(T T - T) T;’ V"(T T) d'on V=

M

Question 2 :

a) On isole 'ensemble des pieces en mouvement, I'inertie cinétique de I'ensemble est :
1 2
Ee(S/R) =1 (0})

Les puissances intérieures sont nulles (pas de frottement).
La puissance extérieure est donnée par : me:;

Le théoreme de I'énergie cinétique appliqué a 'ensemble isolé donne alors :

d(;Je(ofm )2)

dt mt (S) + P ext—S/R
Jow o =C o
C. =J, (i)x
VK
ClTl = JB Ta
A
ere . VX VX
Pour la 1 phase (t compris entre O et Ta) : C_ JET_JGH
Pour 2°™ phase (t compris entre Ta et T-Ta) : C,,=0
eme H VX VX
Pour la 3°™ phase (t compris entre T-Taet T): C_ = Jo—=-J —
A AT,
b) La puissance est maximale quand Cm et u)xmsont maxi donc pour t=T,
. 2
X Vx X VX X J VX
C) Pmax =Cm('0m=Je_('Om=Je_ m=_e _M
A AT, T\ A




. ere . B J VX J T B T J (Xﬁax)
d) Avec le résultat de la 17" question, on obtient : Pmax =—<| M| - _¢ al = 23 5
T\ A T A AT [(T—T )]

Question 3 :

On exprime la dérivé de P..x (on travaille sur I'intervalle [0 ;T/2] puis que nécessairement Ta< T/2) :

e ST [r-1)]]
dp al 1 () =JG(XM3) d 1 =Je(XMa) dT,\ - i

max __

dT,  dT, | A°T, [(T-T)T ModT (-] » (Ta[(T—Ta)]z)z

‘diT(Ta [(T- TJT) [(T=T)[ +2T (-1)(T=T) =T =2TT, + T2 = 2T, T+2T”

a

a

Ta 0 T/3 T/2

(Pmax)' -

—_———— - - -
+

Pmax \ /

La puissance est bien minimale pour T, =T/3 sur l'intervalle [0 ;T/2]

Question 4 :
Xmax
D’aprés la question 1, Vl\"4 =M
T-T
a
. VX 1 Xmax
Onaaussi: V' = Rpwpoulie = Rpk(n:; (w; )max =M _ M

Rk RKkT-T,
Avec Ry= 20 mm, k=0.1, T=1s, T,=1/3s, X;, = 0,55m il vient :

( m) = 1_3 0.55 =412rads™" =3940tr.min™"'
max 20,10 .0,11_1
3

Ce qui est bien inférieur a la vitesse maximale de rotation du moteur (4150 tr.min™). Le choix du moteur est
donc validé en ce qui concerne sa vitesse de rotation.

Question 5 :

La condition de roulement sans glissement en | entre la bille et le rail (0) donne :
V(I E bille/0) = V(G E bille/ 0) + Q(bille / 0) A G = 0
V(G € bille/ 0) = -Q(bille / 0) A G = -, §, AT = —100, %,



d(R-r)z,
dt

(R-1)0

d0G dz,

Onaaussi: V(G € bille/0) =

- =(R-r) = (R-1)0%,

0

et v=(R-1)0

0 0

On en déduit: -t X, =(R-1)0X, w, 6 =-

Le torseur cinématique caractérisant le mouvement de la bille par rapport au rail (0) est donc :

_(R-nb_ 05
{V(bille/0)}: r 0 - e
(R-10BX, o %N

Question 6 :

On isole la bille, on lui applique le principe fondamental de la dynamique et on écrit le théoréme de la

résultante dynamique en projection sur 21 (le bilan des actions mécaniques est fait dans I’énoncé) :

- d((R -r)0% . [ dx . .
I(G € bille/ 0) = M =(R—r)8il+(R—r)6[% = (R-1)B%, - (R-1)0Z,

0 0

-m(R -r)8* = mgz .z +F(1)X,.z - N,
-m(R -1)0” = mgcosO +F(t)sin0- N,
N, = F(t)sin® +mgcos6+m(R - )6

On isole la bille et on écrit cette fois le théoreme du moment dynamique au point G en projection sur ?0 :

rT, =%n11r2 —R_ré T, =zm(r—R)é
5 r 5

On isole la bille et on écrit pour finir le théoreme de la résultante dynamique en projection sur X, :

m(R -r1)f = -f (R- )0 + T, +mgz X, +F(D)X X,

m(R-r)f= -f (R- )0+ T, —-mgsinB+F(t)cos6  avecT, = %m(r -R)H
m(R -1)0 = -f (R- )0+ %m(r ~R)0 - mgsinB+ F(t)cosH
F(t)cosO=m(R -1)0 + f (R- )0 - %m(r -R)H+mgsin®

F(t)cosO = fV(R—r)é+mgsin6+m(R —r)(§+%m(R—r)é

F(t)cos6=1 (R - 1)+ mgsin 0 + gm(R -1)0

Question 7 :

En linéarisant au premier ordre I'équation de mouvement devient :
. 7 .
F(t)=f (R-r)0+mgb+ gm(R -1)0

En supposant les conditions initiales nulles, on obtient dans le domaine symbolique de Laplace :



F(P)=fV(R—r)p@(p>+mg®<p>+gm(R—r)p2®<p)

F(p) = mg+fV<R—r>p+%m(R—r)p2 o(p)

1
H(p) - 2P) ! _ mg K
F(p) mg+fV(R—r)p+zm(R—r)p2 l+fV(R—r)p+7(R—r) 1+gp+%p2
5 mg 5g W,

Par identification, on obtient :

K=L w. = S—g
> mg 0 \}7(R—r)
2Z_LR-n) _1LR-D | Sg £ SR-1)
0)0_ mg 2 mg 7(R-r1) " 2m 7g

Question 8 :

On s’attarde plus particulierement a préciser I'’éventuelle résonance et il vient :
60
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— réel : fv=0.2
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Question 9 :

Il faut régler wyop SUr wg afin d’avoir la plus grande sensibilité sur 'amplitude.
(la valeur de w, ne dépend pas de la valeur du coefficient de frottement contrairement a la pulsation de
résonance w, et en pratique il n’y a pas de grande différence entre ces deux valeurs)

Question 10 :
S _ K,
E(p) 1+ 2 1 -

p+—p
W, W,

a) Pour un systéme du second ordre de la forme H(p) =

quand w — 0,0na ‘H(_](D — 0)‘ =K,



IS<J'<»0>|_‘ K, ‘

quand w = H(J(D)‘= = _Ks =£
RG22
(1)0 0 (D(Z) 0
Donc H|(O)|
|I{(ND0M

b) D’apres les figures a et c, et les résultats de la question précédente, en comprenant que I'on a le réglage
sur g a la figure c, ce que I'’énoncé ne dit pas clairement...

E |H(O

—°| ( ) =2 0.06 2t C= 005 _ 4,44.107

F, [H(jo,)| 6.75 6.75

c) D’aprés I'énoncé le coefficient de frottement visqueux vaut : f = 6.5t.rm et C=4f,
f, C

On en déduit : f =6.trm =

6.1 - 24mr

Il manque le rayon de la bille r dans I’énoncé pour faire I'application numérique.

d) Lorsque la coagulation augmente, le
coefficient de frottement augmente, le
coefficient d’amortissement C augmente

aussi : les oscillations de la bille vont donc
étre de plus en plus faibles. D’ou I'allure
approximative du graphe ci-contre.

Partie informatique (choix du langage Python)

Question 11 :
Yiep =Y+ F(t, Y. h

Question 12 :

Pour I’ensemble des fonctions de ce corrigé, on suppose que les valeurs de m, r, R, FO, wbob, fv et g sont
définies de maniere globale.

def fi(ti,Yi):
thetapoint=Yi[1]
thetapointpoint=5/(7*m* (R-r))* (FO*sin (wbob*ti)*cos(Yi[0])-fv*(R-r)*Yi[1l]-
m*g*sin(Yi[0]))
return [thetapoint,thetapointpoint]



Question 13 :

def Fuler(Yini,h,Tmaxi,F):
SY=[[0,Yini[0],Yini[1]]]
n=floor (Tmaxi/h)
Yi=Yini;ti=0;
for i in range(n):
ti=ti+h
Yprime=F(ti,Yi)
Yi[0]=Yi[0]+Yprime[0]*h
Yi[1]=Yi[1]+Yprime[1]*h
SY.append([ti,Yi[0],Yi[1]1])
return SY

Question 14 :

Si on note n la partie entiére de Ty, /R , la complexité de la fonction Euler est en 0 (n), correspondant
aux n itérations de la boucle for (la complexité de la fonction F (fi) est en 0(1)).

Question 15 :

def VerifRSG(SY,f):
n=len (SY)
RSG=True
1=0
while (RSG==True and i<n):
ti=SY[1][0]
theta=SY[i][1]
thetap=SY[i] [2]#d (theta) /dt
thetapp=fi(ti, [theta,thetap]) [1]1#d? (theta) /dt?
NI=FO*sin (wbob*ti)*sin(theta)+m*g*cos (theta)+m* (R-r)*thetap**2
TI=2/5*m* (r-R) *thetapp
if abs(TI/NI)>f:
RSG=False
i=i+1
return RSG

Question 16 :
D’apres la figure 15,

T . . .
N—I| < 0,1Vt:ilyadoncbhien non glissement.
I

Pour ce qui est de comparer le modeéle linéarisé et non linéarisé :
e  Pour wpep = 20 Tad.s™(figures 13b et 14a) et wy,, = 24 rad.s™ ! (figures 13d et 14b), les
courbes sont tres similaires.
e Pour wpep = 21,8 rad.s (figures 13c et 14b): les allures sont similaires. Si on compare les
amplitudes a 30 secondes :
o 6,75 ° avec le modele linéarisé
o 8°avecle modele non linéarisé
o Soit une erreur de 16% sur les valeurs des amplitudes.

Le modele linéarisé est donc valide, il permet bien d’observer I'amplification des oscillations autour de

Wpop = 21,8 rad.s™ 1.

Question 17 :

def Valeur efficace(T,a,b):
S=0
for i in range(b):
S=S+T [a+i] **2
S=sqrt (1/b*S)
return S



Question 18 :

Initialement, la complexité de Temps_coagulation(M,Te,N) est en O ((Nypaxi — N)XN) soit un en

O (NmaxiXN).

En remplagant la ligne 7, la complexité est désormais en O (Np,qxi X 1). La seconde solution sera donc bien
plus rapide en temps d’exécution.

Question 19 :

Il n"est pas judicieux d’utiliser une structure de type pile, car pour déstocker la plus ancienne de mesure
(positionnée tout en bas de la pile), il faudra au préalable, dépiler toutes les autres mesures.

Question 20 :

def Init tampon(N,Te):
T=creer file()
for i in range(N):
enfiler (T,Mesure (Te))
return(T)

Question 21 :

defiler (T)
enfiler (T,Mesure (Te))
Xeff=Valeur efficace(T)

Fin de la partie informatique

Question 22 :

L’énergie cinétique de I'ensemble est donnée par :
E.(S/R,)=E (moteur/R,)+E (reduc/R,) + E_(élémentsen trans./R,)

2
m

1 1 1 1 1
E.(S/R,)= Emefn +5Jru)r2n +Ernp(rpkroom)2 = E(Jm +1 +m (rk ) = EJeqw

Onendéduit: J, =J +J, +mp(rpkr)2
Question 23 :

On isole 'ensemble des pieces en mouvement.

La somme des puissances extérieures est donnée par : Pem_>s/Rg

=C,0, -mgR ko, -FR ko,

La somme des puissances intérieures est données par PI = Cresu)m avec Cres <0
Le théoreme de I'énergie cinétique donne :
J +J +m (rk))do o =C o -mgR ko -FR kw +C

m T pyp T m m m m pr m R "pr™m res  m

C,=(,+J +m (tk))o +mgR k +ER k -C = +J +m (rk))o +(mg+E)R k -C

Onabien: C_(t)=c (t)+ Jeqci)m avec ¢ _(t) = ngpkr + FRRpkr -C_.



Question 24 :

U(p) I(p) cAp)
Z(p) ¢(p) P T T Rn(P) T ©mlp)12(P)
—> Kadap Hcor(p) H{ Kpy R+Lp > K > Jeqp » p > RpKR —
K |«
Kcod <
Question 25 :
On doit avoir classiquement K,d‘ =<
adap RpKR
Question 26 :
K 1
Q,m) _ (R+Lp)Jp _ K ) K
U®) Jom0 K’ (R+Lp)J p+K’ RI, LI, ,
o 1+ — 1+ — P+—D
(R+Lp)J.p K
1 JuP
( 1(p) ) [ 1) (Qm@)) _Ip K _ K2
U Q \u K RJ LJ RJ LJ
(P) /i;,-0 n(P) (p) Lo e p Mo Mo B s
K K K K
Question 27 :

a) Sur le document réponse, la courbe donnant I’évolution de la vitesse de rotation en fonction du temps
lorsque le systeme est soumis a un échelon de tension présente une pente non nulle a I'origine. On peut
aussi comparer le temps de montée a 63% et celui a 95% et constater un rapport 3 entre ces deux temps et
une cohérence entre le temps de montée a 63% et la tangente a |'origine. Tout ceci est caractéristique de la
réponse d’un systéme du 1% ordre. On peut donc négliger I'inductance du moteur devant les autres

grandeurs physiques et écrire la fonction de transfert sous la forme :

1
Q.M __ K
U® Joo 1, R
K? P
TP
2
Idem pour la courbe donnant lI'intensité (&) = K
U(p) cry=0 1 RJeq
+—p
b) D'aprés (5) : u, = Ri, +¢, avec ¢, =Kw,=0 d'ou i, = %
\ . _ - v _— Cro
D’apres (4)et(7): ¢ _=c "‘Jequ =c_=Ki_ 1 = <
R “ro +u
- _ _Ri AT 0
Daprés (5) et (6) : i, = S0 =% _Uo=Ko. - R+, K" _u Re,
R R K K K K



c) Graphiquement sur le document réponse on reléve :

w, =575rads™, i, =0.42A 1, = 0.075A

W [rad - s/ ’
600+ ’

500 /
400+t
3001+~
2007/ 4
1004~

~
N I T S

T S S B S S S L S S S—

R e s SR i siniei it asnae e BN A )
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.'12 014 016 0.18 0.2
Réponses en vitesse et en intensité a un échelon de tension de 24 V

On en déduit :

w2 g
i, 042
K _Ri _
i, == 20 K= Net by ST0073429 034y g rad ™ ou Nm.A™
R o 575

0

dona c¢_=Ki,  c_=0,034.0,075=2,6.10"Nm

Co—C Ki -c
D’aprés (4) et (7) : Jeq =m0 o Jeq =—0 ‘o
(1)0 (DO

. 600 _
Graphiquement a partir de la figure du document réponse, ona w = —rads™

3
Onendéduit J = 0,034.0,42-2,57.10° _ 6.10"kg.m’
“ 600

0,03

Ou plus classique : la constante de temps est évaluée a partir de la pente a I'origine a 0,03s.

RJ K’ -
Cette constante de tempsest: —=  d’ou J _=0.03—=6.10""kg.m
K “ R

Question 28 :

_Z(0) _ K __ KK

H = _-H =
WP =y e P T ) T+ )




K Kz

1 __Z

H_ (p)= (ip)) - pd+Tp) __ KK, - K
o c(p)) : K K, p(1+T p)+K K, p(1+T p)
Ze=0 1+ P p 1+~ mr7
p(1+T,p) K K,
Question 29 :

L’erreur statique par rapport a une entrée échelon, la perturbation étant nulle, est égale a 0 car la FTBO est
de classe 1.

Dans le cas d’une perturbation constante égale a C,,, d’aprés la question précédente on peut écrire :

K, K,

K K C
Z(p) = =€, (p) =~ e

14 PU+T,p) 14 PA+Tp) p

KpK1 KPK1

En utilisant la définition du gain statique ou le théoréme de la valeur finale, on en déduit: z_ = — X o,
p
I<2(:r0

I'erreur vaut donc € = — .

K

p

K. C
Pour répondre a I'exigence de précision, on doit avoir ‘8‘ =—2" <]mm. On en déduit

p
-2 -3
KCo_10om K »KCa © 5 2781072710

*7 107 " 107

Kp >0,075

p

Question 30 :

Avec K,=0.075, on translate vers le bas le courbe de gain de 20log0.075=-22,5dB, la courbe de phase
restant inchangée.

On obtient une marge de phase de I'ordre (tracé imprécis mais suffisant pour conclure) de 85° > 60°, le
critére de stabilité est vérifié.




Question 31 :

Le correcteur Pl permet d’apporter un intégrateur avant la perturbation ce qui permet de respecter le
critere de précision, méme avec une perturbation.

Sans modifier la valeur de K, prise a 1, la marge de phase est de 55°<60° le critére de stabilité n’est pas
respecté.

Pour obtenir une marge de phase de 70° par exemple pour étre large compte tenu des imprécisions de

tracé (marge maximale possible), on doit avoir Ag=0 pour W = 5rad.s™. On doit donc translater vers le bas

la courbe de gain d’environ 15dB (tout cela est trés imprécis dans la zone sensible du graphe...).
-15
On peut donc prendre K, tel que 2010ng =-15 Kp =102 =0,18

Cela assure une marge de phase de I'ordre de 70° > 60° exigés.

Gl[dB]

w[rad - s

s.0x10°  10° 5.0x10° 10

10 s.oxt0’ 10’ 5.0x10° 10’

Question 32 :

La valeur en régime permanent vaut 50mm, I'erreur statique est nulle le critére de précision est respecté.
Le temps de réponse a 5% vaut environ 0,175s <0,2s le critére de rapidité est respecté.

) ) 0.0525-0.05 _, e . .
Le premier dépassement vaut ——— " = 5% <10%. Le critére d’amortissement est donc respecté.

0.05
Encore une fois tout ceci est assez imprécis, mais comme on est loin des limites du cahier des charges on
peut malgré tout le valider.

z [m]

0,06

0,05

0,04
0,03
0,02

0,014

0




Question 33 :

Erreur (ou plutét incertitude) due a I’échantillonnage de période T, :

Z.w=TV.=TwRk, Z = 1010222027 15 105 1 _ 2,26.107m
P 60 19,2

mesl
Erreur (idem, plutot incertitude, ou résolution) due au caractére discret du codeur incrémental (2000
points/tour) :

21 271

1
Z = — Z =
mes?2 2000 por mes?2 2000

0.10° — =1,6.10"m
19.2

L’erreur totale induite peut donc atteindre la somme des deux précédentes, la seconde étant négligeable
devant la premiére, soit AZmeS ~ 2,26 mm

L’erreur totale induite peut donc étre supérieure a 1 mm, donc incompatible avec I'exigence de précision
du cahier des charges.

Question 34 :

Nouvelle erreur (incertitude) due a I’échantillonnage :
Z,y =T.V. =T, Rk, 7. <1010 129027 14105 L

" =0,82.10°m
60 19,2

mesl

Incertitude due a la résolution du codage incrémental inchangée et toujours négligeable devant la
premiere.

Donc AZ__ =0,82 mm, I'exigence de précision de 1mm est maintenant respectée.

nD; n.15°

AV =0,82. =145 mm’

On obtient une erreur de volume de AV = AZme

S

(a quoi sert ce dernier calcul ? Il n’y a pas d’exigence a ce sujet dans le cahier des charges, seulement une
exigence en position, qui est respectée).

Question 35 :

La précision du volume prélevé est traduite en précision de position selon Z dans le cahier des charges.

Pour satisfaire cette précision on a opté pour :

¢ le choix d’un correcteur Pl pour respecter la précision théorique de positionnement de I'aiguille ;

¢ |'utilisation d’'un moteur permettant d’avoir une vitesse de descente lente afin de pallier les erreurs
dues a la numérisation de I'acquisition de la position, en particulier son échantillonnage.



